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Total	
  cross	
  sec.on	
  

⇥h1h2(s, mt) =
�

ij

⇥
dx1dx2⇤i/h1(x1, µF )⇤j/h2(x2, µF )⇥̂ij(x1x2s, mt, �s(µR), µR, µF )

• 	
  Factoriza.on	
  theorem	
  

	
  
	
  
• 	
  Scale	
  dependence	
  at	
  fixed	
  order	
  of	
  perturba.on	
  theory	
  can	
  be	
  
	
  	
  	
  derived	
  from	
  Renormaliza.on	
  Group	
  invariance	
  

• 	
  The	
  minimal	
  object	
  to	
  calculate:	
  

�h1,h2 hadronic cross section
h1,2 hadrons
s square of collider energy

mt top quark mass

⇥i/h PDF for parton i in hadron h
�̂ij partonic cross section
µR renormalization scale
µF factorization scale

⇥̂ij(�)

⇤̂ij(ŝ, mt, �s(mt), mt, mt) =
�2

s(mt)
m2

t

⇤̂ij(⇥) , ⇥ =

�
1� 4m2

t

ŝ
, ŝ = x1x2s

� heavy quark velocity , ŝ partonic energy squared

⇤̂ij(⇥) = ⇤̂(0)
ij (⇥) + �s(mt)⇤̂

(1)
ij (⇥) + �2

s(mt)⇤̂
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Status	
  theory	
  
Beneke,	
  Falgari,	
  Klein,	
  Schwinn	
  `09-­‐`11	
  
Ahrens,	
  Ferroglia,	
  Neubert,	
  Pecjak,	
  Yang	
  `10-­‐`11	
  
Kidonakis	
  `04-­‐`11	
  
Aliev,	
  Lacker,	
  Langenfeld,	
  Moch,	
  Uwer,	
  Wiedermann	
  ’10	
  
Cacciari,	
  MC,	
  Mangano,	
  Mitov,	
  Nason	
  ‘11	
  

Before	
  NNLO:	
  

Publicly	
  available	
  socware:	
  

• 	
  HATHOR	
  
	
  	
  	
  Aliev,	
  Lacker,	
  Langenfeld,	
  Moch,	
  Uwer,	
  Wiedemann	
  `10	
  
	
  	
  	
  NLO	
  +	
  approxima.ons	
  for	
  NNLO	
  (recently	
  switched	
  to	
  complete	
  NNLO)	
  
• 	
  Top++	
  
	
  	
  	
  Czakon,	
  Mitov	
  `11	
  
	
  	
  	
  NNLO	
  +	
  NNLL	
  soc	
  gluon	
  resumma.on	
  in	
  Mellin-­‐space	
  
• 	
  TOPIXS	
  
	
  	
  	
  Beneke,	
  Falgari,	
  Klein,	
  Piclum,	
  Schwinn,	
  Ubiali,	
  Yan	
  `12	
  
	
  	
  	
  NLO	
  +	
  approxima.ons	
  for	
  NNLO	
  +	
  NNLL	
  soc	
  and	
  Coulomb	
  resumma.on	
  in	
  x-­‐space	
  	
  

Bärnreuther,	
  MC,	
  Mitov,	
  Phys.	
  Rev.	
  Leg.,	
  April	
  ‘12	
  
MC,	
  Mitov,	
  JHEP,	
  July	
  ‘12	
  
MC,	
  Mitov,	
  JHEP,	
  October	
  ‘12	
  
MC,	
  Fiedler,	
  Mitov,	
  Phys.	
  Rev.	
  Leg.,	
  March	
  ’13	
  

NNLO:	
  



Predic.ons	
  for	
  hadron	
  colliders	
  
MC,	
  Fiedler,	
  Mitov	
  `13	
  

NNLO	
  +	
  NNLL	
  

NNLO	
  



Perturba.ve	
  convergence	
  

6	
  

Concurrent	
  uncertain.es:	
  
	
  
Scales 	
   	
   	
  ~	
  3%	
  
pdf	
  (at	
  68%cl) 	
   	
  ~	
  2-­‐3%	
  
αS	
  (parametric) 	
  ~	
  1.5%	
  
mtop	
  (parametric) 	
  ~	
  3%	
  
	
  
Soc	
  gluon	
  resumma.on	
  makes	
  a	
  difference:	
  
	
  

	
   	
  5% 	
   	
  -­‐> 	
   	
  3%	
  



Status	
  experiment	
  

S.	
  Protopopescu,	
  TOP	
  2013,	
  15th	
  September	
  2013	
  

Summary	
  of	
  combina.ons	
  of	
  total	
  cross	
  sec.on	
  measurements	
  	
  



Applica.ons	
  

arXiv:1307.1907	
  (CMS-­‐TOP-­‐12-­‐022)	
  MC,	
  Mangano,	
  Mitov,	
  Rojo	
  `13	
  

MC,	
  Mitov,	
  Papucci,	
  Ruderman,	
  Weiler,	
  in	
  prepara.on	
  



NNLO	
  methods	
  
There	
  are	
  3	
  principal	
  contribu.ons:	
  
	
  

• 	
  2-­‐loop	
  virtual	
  correc.ons	
  (V-­‐V)	
  
	
  	
  	
  MC	
  `07	
  (quark	
  annihila.on)	
  
	
  	
  	
  	
  Bärnreuther,	
  MC,	
  Fiedler,	
  in	
  prepara.on	
  (gluon	
  fusion)	
  

	
  
• 	
  1-­‐loop	
  virtual	
  with	
  one	
  extra	
  parton	
  (R-­‐V)	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  code	
  by	
  Stefan	
  Digmaier	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  new	
  subtrac.on	
  terms:	
  Bierenbaum,	
  Czakon,	
  Mitov	
  `11	
  

• 	
  2	
  extra	
  emiged	
  partons	
  at	
  tree	
  level	
  (R-­‐R)	
  
	
  	
  	
  MC	
  `10	
  `11	
  	
  inven.on	
  of	
  a	
  new	
  subtrac.on	
  scheme	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  called	
  STRIPPER	
  
	
  

And	
  2	
  secondary	
  contribu.ons:	
  
	
  

• 	
  Collinear	
  subtrac.on	
  for	
  the	
  ini.al	
  state	
  
	
  
• 	
  One-­‐loop	
  squared	
  amplitudes	
  

Addi.onally:	
  divergences	
  of	
  two-­‐loop	
  amplitudes	
  in	
  quark	
  annihila.on:	
  Ferroglia,	
  Neubert,	
  Pecjak,	
  Yang	
  ‘09	
  
	
  

Körner,	
  Merebashvili,	
  Rogal	
  `07	
  (quark	
  annihila.on)	
  
done	
  from	
  scratch	
  for	
  gluon	
  fusion	
  

Known,	
  in	
  principle.	
  Done	
  numerically.	
  
(the	
  only	
  non-­‐differen.al	
  contribu.on)	
  



Partonic	
  results:	
  qQ	
  -­‐>	
  tT	
  +	
  X	
  
• 	
  Small	
  numerical	
  errors,	
  agrees	
  with	
  limits	
  Partonic	
  cross-­‐sec.on	
  through	
  NNLO:	
  

The	
  NNLO	
  term:	
  

Numeric	
   Analy.c	
  

The	
  known	
  	
  threshold	
  	
  
approxima.on	
   Beneke,	
  MC,	
  Falgari,	
  Mitov,	
  Schwinn	
  `09	
  

Bärnreuther,	
  MC,	
  Mitov	
  ‘12	
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11	
  

MC, Mitov ‘12	
  

Partonic	
  results:	
  qq’	
  &	
  gq	
  -­‐>	
  tT	
  +	
  X	
  

gq	
  

High	
  energy	
  based	
  
approxima.ons	
  ?	
  

[36]	
  Moch,	
  Uwer,	
  Vogt	
  ‘12	
  



Partonic	
  results:	
  gg	
  -­‐>	
  tT	
  +	
  X	
  
MC,	
  Fiedler,	
  Mitov	
  `13	
  

Top++	
  MC,	
  Mitov	
  

NNLOapprox	
   NNLO	
  

NLO	
  +	
  NNLL	
   NNLO	
  +	
  NNLL	
  

Version	
  1.4	
   Version	
  2.0	
  

Precision	
  of	
  
the	
  gluon	
  channel	
  

5	
  %	
  

2.8	
  %	
  
11.5	
  %	
  



Two-­‐loop	
  amplitudes	
  
Analy.c	
  calcula.ons	
  by	
  Bonciani,	
  Ferroglia,	
  Gehrmann,	
  Maitre,	
  von	
  Manteuffel,	
  Studerus	
  ‘08	
  –	
  ’13	
  
Numerical	
  calcula.ons	
  by	
  Bärnreuther,	
  MC,	
  Fiedler	
  ‘08	
  –	
  ‘13	
  

Quark	
  channel	
  MC	
  ‘08	
  

Gluon	
  channel	
  Bärnreuther,	
  MC	
  ‘11	
  

No	
  analy.c	
  results	
  for	
  these	
  
coefficients	
  

For	
  prac.cal	
  purposes:	
  
1)  Renormaliza.on	
  with	
  heavy	
  

quark	
  decoupling	
  
2)  Results	
  as	
  finite	
  remainders	
  

Ferroglia,	
  Neubert,	
  Pecjak,	
  Yang	
  ‘09	
  

no	
  contribu.on	
  to	
  colored	
  averaged	
  
(real)	
  amplitudes	
  at	
  NNLO	
  



Two-­‐loop	
  amplitudes	
  
Illustra.on:	
  gluon	
  fusion	
  case	
  
•  422	
  master	
  integrals	
  
•  Solu.on	
  by	
  numerical	
  differen.al	
  equa.ons	
  

	
  &	
  semi-­‐analy.c	
  expansions	
  
•  Boundaries	
  with	
  Mellin-­‐Barnes	
  techniques	
  
•  About	
  1h	
  per	
  phase	
  space	
  point	
  	
  	
  

Finite	
  remainder	
   Bärnreuther,	
  MC,	
  Fiedler,	
  in	
  prepara.on	
  



Real	
  radia.on	
  

1.  parameteriza.on	
  of	
  the	
  massless	
  system	
  with	
  energies	
  and	
  angles	
  modified	
  to	
  allow	
  for	
  a	
  
descrip.on	
  of	
  all	
  collinear	
  singular	
  configura.ons	
  with	
  only	
  two	
  variables	
  

2.  level	
  1	
  decomposi.on	
  into	
  sectors	
  allowing	
  for	
  only	
  one	
  type	
  of	
  collinear	
  singulari.es	
  

3.  level	
  2	
  decomposi.on	
  into	
  sectors	
  defining	
  the	
  order	
  of	
  singular	
  limits	
  

4.  Subtrac.on	
  at	
  the	
  endpoint	
  derived	
  from	
  known	
  soc	
  and	
  collinear	
  limits	
  of	
  QCD	
  amplitudes	
  

5.  No	
  analy.c	
  integra.on	
  of	
  the	
  subtrac.on	
  terms	
  

General	
  subtrac.on	
  scheme	
  invented	
  as	
  consequence	
  of	
  difficul.es	
  in	
  trea.ng	
  double-­‐real	
  
radia.on	
  for	
  top	
  quark	
  pair	
  produc.on	
  MC	
  ’10	
  
	
  
Real	
  radia.on	
  for	
  tops	
  in	
  most	
  channels	
  calculated	
  as	
  first	
  applica.on	
  in	
  MC	
  ‘11	
  
	
  
Subsequently	
  applied	
  by	
  others	
  to	
  several	
  non-­‐trivial	
  problems:	
  
-­‐  Z	
  -­‐>	
  e+e-­‐	
  	
  (as	
  a	
  warmup)	
  Boughezal,	
  Melnikov,	
  Petriello	
  ’11	
  
-­‐  top	
  quark	
  decay	
  Brucherseifer,	
  Caola,	
  Melnikov	
  ’13	
  
-­‐  b	
  -­‐>	
  Xueν	
  Brucherseifer,	
  Caola,	
  Melnikov	
  ‘13	
  
-­‐  H	
  +	
  jet	
  Boughezal,	
  Caola,	
  Melnikov,	
  Petriello,	
  Schulze	
  ’13	
  

Main	
  ideas:	
  



Phase	
  Space	
  

all	
  collinear	
  limits	
  with	
  only	
  
two	
  variables	
  



Level	
  1	
  Decomposi.on	
  
most	
  difficult	
   non-­‐trivial	
  only	
  because	
  

of	
  soc-­‐collinear	
  divergences	
  

trivial,	
  because	
  NLO	
  type	
  
agach	
  to	
  first	
  sector	
  (contains	
  same	
  divergences)	
  

general	
  case	
  

top	
  quark	
  pair	
  produc.on	
  

p1	
  

triple	
  collinear	
  

double	
  collinear	
  

collinear-­‐singular	
  
configura.ons	
  at	
  NNLO	
  



Level	
  2	
  Decomposi.on	
  

Example	
  from	
  S1I	
  

s156 = ��2(⇥̂1⇤̂1 + ⇥̂2⇤̂2 � �2⇤̂1⇤̂2⇥3)

�1
2
�2⇥1⇤1

�
2 + ⇥2⇤2⇤̄2 � 2�2⇤1⇤2⇥31⇤̄2

⇥

triple-­‐collinear	
  sector	
  



Subtrac.on	
  Terms	
  

apply	
  four	
  .mes	
  



Subtrac.on	
  Terms	
  

Example:	
  



Comparison	
  of	
  schemes	
  

Sector	
  improved	
  residue	
  subtrac.on	
  
MC	
  ‘10	
  

Antenna	
  subtrac.on	
  
Gehrmann-­‐DeRidder,	
  Gehrmann,	
  Glover	
  ‘05	
  

Phase	
  space	
  dependent	
   Phase	
  space	
  independent	
  

Based	
  on	
  limits	
  of	
  amplitudes	
   Based	
  on	
  simplified	
  matrix	
  elements	
  

Local	
   Non-­‐local	
  



Matching	
  coefficients	
  
Beneke,	
  MC,	
  Falgari,	
  Mitov,	
  Schwinn	
  `09	
  

•  C(2)qq	
  &	
  C(2)gg	
  become	
  matching	
  coefficients	
  in	
  the	
  resumma.on	
  formula	
  

•  It	
  is	
  possible	
  to	
  obtain	
  them	
  from	
  the	
  numerical	
  fi{ng	
  formulae,	
  but	
  with	
  large	
  error,	
  
e.g.	
  

	
  	
  	
  	
  	
  where	
  we	
  “guess.mate”	
  that	
  the	
  purely	
  bosonic	
  coefficient	
  has	
  an	
  error	
  up	
  to	
  50%	
  	
  



Matching	
  coefficients	
  
•  How	
  to	
  obtain	
  the	
  matching	
  coefficient	
  from	
  factoriza.on?	
  

•  Consider	
  cross	
  sec.on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (no	
  collinear	
  renormaliza.on)	
  

•  Close	
  to	
  threshold	
  there	
  are	
  only	
  soc	
  gluons	
  in	
  real	
  radia.on,	
  which	
  factorize	
  into	
  soc	
  
	
  gluon	
  emission	
  from	
  eikonal	
  lines	
  

•  sum	
  over	
  color	
  configura.ons	
  from	
  hard	
  matrix	
  element	
  
	
  singlet	
  and	
  octet	
  to	
  be	
  considered	
  

	
  
•  hard	
  func.on	
  is	
  the	
  virtual	
  amplitude,	
  because	
  

	
  1)	
  no	
  hard	
  external	
  momenta	
  
	
  2)	
  purely	
  virtual	
  eikonal	
  correc.ons	
  vanish	
  

	
  
•  convolu.on	
  in	
  energy	
  due	
  to	
  loss	
  through	
  radia.on	
  

	
  from	
  the	
  hard	
  cross	
  sec.on	
  
	
  
•  finite	
  hard	
  func.on	
  is	
  the	
  square	
  of	
  the	
  finite	
  remainders	
  from	
  the	
  virtual	
  correc.ons	
  

�̂0 =
X

I

H0
I ⌦ S0

I

H0
I = |ZI |2H

Subtle	
  point:	
  same	
  color	
  projector	
  lec	
  &	
  right	
  
Beneke,	
  Falgari,	
  Schwinn	
  ‘09	
  



Matching	
  coefficients	
  
•  Renormalized	
  soc	
  func.on	
  (in	
  Mellin	
  space	
  to	
  avoid	
  convolu.ons)	
  given	
  as	
  

•  Singlet	
  case	
  known	
  from	
  Belitsky	
  ’98	
  
	
  
•  Color	
  octet	
  produc.on	
  at	
  rest	
  MC,	
  Fiedler,	
  in	
  prepara.on	
  

SI = |ZI |2Z2
�S

0
I



Matching	
  coefficients	
  
•  Threshold	
  expansion	
  of	
  the	
  cross	
  sec.on	
  including	
  constants	
  given	
  by	
  

2-­‐loop	
  finite	
  remainder	
  &	
  
1-­‐loop	
  squared	
  finite	
  remainder	
  
	
  
Coulomb	
  poten.al	
  (color	
  dependent)	
  
spin	
  dependent	
  poten.als	
  
s-­‐	
  p-­‐	
  &	
  d-­‐wave	
  contribu.ons	
  

1-­‐loop	
  finite	
  remainder	
  
	
  
Coulomb	
  poten.al	
  
s-­‐wave	
  only	
  

s-­‐wave	
  Born	
  -­‐>	
  soc	
  func.on	
  @	
  rest	
  

•  no	
  problems	
  with	
  Coulomb	
  factoriza.on	
  
	
  (general	
  case	
  discussed	
  in	
  Beneke,	
  Falgari,	
  Schwinn	
  ‘09)	
  

	
  
•  performing	
  expansions	
  of	
  the	
  finite	
  remainders	
  of	
  the	
  virtual	
  correc.ons	
  we	
  obtain	
  

	
  for	
  example	
  (PRELIMINARY	
  by	
  Bärnreuther,	
  MC,	
  Fiedler,	
  in	
  prepara.on)	
  	
  
	
  
	
  
	
  
•  to	
  be	
  compared	
  with	
  the	
  figed	
  value	
  	
  

�̂(2) ⇡
X

I

H
(2)
I +H

(1)
I ⌦ S

(1)
I +H

(0)
I ⌦ S

(2)
I

C(2)
gg = 484.845� 29.9249NL + 0.142857N2

L



Outlook	
  
Current	
  work	
  on:	
  matching	
  coefficients	
  for	
  resumma.on	
  
	
  
	
  
Next	
  project:	
  calcula.on	
  of	
  the	
  Forward-­‐Backward	
  asymmetry	
  	
  
	
  
	
  
Current	
  technical	
  status:	
  descrip.on	
  of	
  on-­‐shell	
  top	
  quark	
  
pair	
  produc.on	
  in	
  a	
  fully	
  differen.al	
  Monte	
  Carlo	
  
	
  
	
  
What	
  is	
  possible	
  without	
  new	
  concepts?	
  
NNLO	
  including	
  decays	
  in	
  the	
  Narrow	
  Width	
  Approxima.on	
  



BACKUP	
  



Two-­‐Par.cle	
  Phase	
  Space	
  

Boost	
  into	
  CM	
  system	
  

five	
  dimensional	
  vectors	
  

ordinary	
  four-­‐vectors	
  


